Phương pháp tính – GS Tạ Văn Đỉnh


CHƯƠNG I. SAI SỐ
§1.1. SAI SỐ TUYỆT ĐỐI VÀ SAI SỐ TƯƠNG ĐỐI
1.
Sai số tuyệt đối

Trong tính gần đúng ta làm việc với các giá trị gần đúng của các đại lượng. Cho nên vần đề đầu tiên cần nghiên cứu, là vấn đề sai số. Xét đại lượng đúng A có giá trị gần đúng là a. Lúc đó ta nói “a xấp xỉ A” và viết “a 
[image: image1.wmf]»

 A”. Trị tuyệt đối |a – A| gọi là sai số tuyệt đối của a (xem là giá trị gần đúng của A). Vì nói chung ta không biết số đúng A, nên không tính được sai số tuyệt đối của a. Do đó ta tìm cách ước lượng sai số đó bằng số dương 
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 nào đó lớn hơn hoặc bằng |a – A|:
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Số dương 
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 này gọi là sai số tuyệt đối giới hạn của a. Rõ ràng nếu 
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 là sai số tuyệt đối giới hạn của a thì mọi số 
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 đều có thể coi là sai số tuyệt đối giới hạn của a. Vì vậy trong những điều kiện cụ thể người ta chọn 
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 là số dương bé nhất có thể được thoả mãn (1.1).

Nếu số xấp xỉ a của A có sai số tuyệt đối giới hạn là 
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 thì ta quy ước viết:
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(1.2)
với nghĩa của (1.1) tức là:
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2.
Sai số tương đối

Tỉ số 
[image: image11.wmf]aAaA
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 gọi là sai số tương đối của a (so với A). Nói chung tỉ số đó không tính được vì A nói chung không biết.

Ta gọi tỉ số:
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(1.4)
gọi là sai số tương đối giới hạn của a.


Ta suy ra:
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a

D=d

















(1.5)

Các công thức (1.4) và (1.5) cho liên hệ giữa sai số tương đối và sai số tuyệt đối. Biết 
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 thì (1.4) cho phép tính 
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, biết 
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 thì (1.5) cho phép tính 
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.

Do (1.5) nên (1.2) cũng có thể viết:
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Trong thực tế người ta xem 
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 là sai số tuyệt đối và lúc đó 
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 cũng gọi là sai số tương đối.

3.
Chú thích

Sai số tuyệt đối không nói lên đầy đủ “chất lượng” của một số xấp xỉ, “chất lượng” ấy được phản ánh qua sai số tương đối. Lấy ví dụ: đo hai chiều dài A và B được a = 10m với 
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 và b = 2m với 
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. Rõ ràng phép đo A thực hiện “chất lượng” hơn phép đo B. Điều đó không phản ánh qua sai số tuyệt đối vì chúng bằng nhau, mà qua sai số tương đối:
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§1.2. CÁCH VIẾT SỐ XẤP XỈ
1.
Chữ số có nghĩa

Một số viết ở dạng thập phân có thể gồm nhiều chữ số, nhưng ta chỉ kể các chữ số từ chữ số khác không đầu tiên tính từ trái sang phải là chữ số có nghĩa. Chẳng hạn số 2,74 có ba chữ số có nghĩa, số 0,0207 cũng có ba chữ số có nghĩa.
2.
Chữ số đáng tin

Mọi số thập phân đều có dạng:

[image: image24.wmf]s

s

a10

=±a

å

 













(1.7)
trong đó: 
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 là những số nguyên từ 0 đến 9, chẳng hạn số 65,807 viết:
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tức là có dạng (1.7) với:
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Giả sử a là giá trị xấp xỉ của A với sai số tuyệt đối giới hạn 
[image: image28.wmf]a
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. Ta chú ý chữ số 
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 là chữ số đứng ở hàng thứ s của a. Nếu 
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 thì ta nói 
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 là chữ số đáng tin, nếu 
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 thì nói 
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 là chữ số đáng nghi.


Như vậy là ta đã gắn khái niệm sai số tuyệt đối với khái niệm chữ số đáng tin.


Thí dụ: Cho a = 65,8274 với 
[image: image34.wmf]a
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 thì các chữ số 6, 5, 8, 2 là đáng tin, còn các chữ số 7, 4 là đáng nghi. Nếu 
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 thì các chữ số 6, 5, 8 là đáng tin còn các chữ số 2, 7, 4 là đáng nghi.

Rõ ràng nếu 
[image: image36.wmf]s
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 là đáng tin thì tất cả những chữ số có nghĩa đứng ở bên trái nó cũng là đáng tin và nếu 
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 là đáng nghi thì tất cả các chữ số có nghĩa ở bên phải nó cũng đáng nghi.

3.
Cách viết số xấp xỉ

Cho số a là giá trị xấp xỉ của A với sai số tuyệt đối giới hạn là 
[image: image38.wmf]a
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. Có hai cách viết số xấp xỉ a. Cách thứ nhất là viết kèm theo sai số như ở công thức (1.2) hoặc (1.6). Cách viết thứ hai là viết theo quy ước: mọi chữ số có nghĩa là đáng tin. Một số viết theo cách thứ hai có nghĩa là nó có sai số tuyệt đối giới hạn không lớn hơn một nửa đơn vị ở hàng cuối cùng. Các bảng số cho sẵn như bảng lôgarit, v.v... thường in các số xấp xỉ theo quy ước này.
§1.3. SAI SỐ QUY TRÒN
1.
Hiện tượng quy tròn số và sai số quy tròn

Trong tính toán khi gặp một số có quá nhiều chữ số đáng nghi người ta bỏ đi một vài chữ ở cuối cho gọn, việc làm đó gọi là quy tròn số. Mỗi khi quy tròn một số người ta tạo ra một sai số mới gọi là sai số quy tròn nó bằng hiệu giữa số đã quy tròn và số chưa quy tròn. Trị tuyệt đối của hiệu đó gọi là sai số quy tròn tuyệt đối. Quy tắc quy tròn phải chọn sao cho sai số quy tròn tuyệt đối càng bé càng tốt, ta chọn quy tắc sau đây: quy tròn sao cho sai số quy tròn tuyệt đối không lớn hơn một nửa đơn vị ở hàng được giữ lại cuối cùng, tức là 5 đơn vị ở hàng bỏ đi đầu tiên, cụ thể là, nếu chữ số bỏ đi đầu tiên 
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5 thì thêm vào chữ số giữ lại cuối cùng một đơn vị, còn nếu chữ số bỏ đi đầu tiên < 5 thì để nguyên chữ số giữ lại cuối cùng.

Thí dụ: Số 62,8274 quy tròn đến chữ số lẻ thập phân thứ ba (tức là giữ lại các chữ số từ đầu đến chữ số lẻ thập phân thứ ba) sẽ thành số 62,827; cũng số đó quy tròn đến chữ số lẻ thập phân thứ hai sẽ thành số 62,83; và cũng số đó quy tròn đến ba chữ số có nghĩa (tức là chỉ giữ lại ba chữ số có nghĩa) sẽ thành số 62,8.
2.
Sai số của số đã quy tròn

Giả sử a là số xấp xỉ của số đúng A với sai số tuyệt đối giới hạn là 
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. Giả sử ta quy tròn a thành a’ thì |a’ – a| là sai số quy tròn tuyệt đối. Số lượng 
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gọi là sai số quy tròn tuyệt đối giới hạn, cũng gọi là sai số quy tròn tuyệt đối thu gọn.


Hãy tính sai số tuyệt đối giới hạn 
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 của a’. Ta có:

a’ – A = a’ – a + a – A. 


Do đó:
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Vậy có thể lấy:
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Rõ ràng 
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 tức là việc quy tròn số làm tăng sai số tuyệt đối giới hạn.

3.
Ảnh hướng của sai số quy tròn

Thí dụ:  xét đại lượng 
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)

10

A21

=-

. Áp dụng công thức nhị thức Niutơn (Newton) ta có công thức đúng:
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với 



[image: image49.wmf]21,41421356...

=



Bây giờ ta tính hai vế của (1.10) bằng cách thay 
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 bởi các số quy tròn (xem bảng 1.1):

	
	
	Bảng 1.1
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	Vế trái
	Vế phải
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Sự khác biệt giữa các giá trị tính ra của hai vế chứng tỏ rằng sai số quy tròn có thể có những tác dụng rất đáng ngại trong các quá trình tính toán. Ta nói quá trình tính A bằng vế trái của (1.10) là quá trình tính ổn định, quá trình tính A bằng vế phải của (1.10) là quá trình tính không ổn định.
§1.4. CÁC QUY TẮC TÍNH SAI SỐ
1.
Mở đầu

Xét hàm số u của hai biến x và y:
u = f(x,y) 
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Cho biết sai số của x và y, hãy lập công thức tính sai số về u.

Để tránh nhầm lẫn trước hết ta nhắc lại ý nghĩa của các ký hiệu:



[image: image52.wmf]x,y,u
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 chỉ các số gia của x, y, u.


dx, dy, du chỉ các vi phân của x, y, u.
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,,

  

DDD

 là các sai số tuyệt đối của x, y, u. Theo định nghĩa (1.1) ta luôn có:
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Ta phải tìm 
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D

 để có 
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2.
Sai số của tổng u = x + y

Ta có: 
[image: image57.wmf]uxy
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Ta suy ra 
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Do đó theo (1.12) ta có
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Ta chọn:
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để có
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 Vậy có quy tắc:


Sai số tuyệt đối (giới hạn) của một tổng bằng tổng các sai số tuyệt đối (giới hạn) của các số hạng.


Chú thích. Xét trường hợp u = x – y với x và y cùng dấu.

Lúc đó:
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Cho nên nếu |x – y| rất bé thì sai số tương đối giới hạn rất lớn. Do đó trong tính toán người ta tìm cách tránh phải trừ các số gần nhau.
3.
Sai số của tích u = xy

Ta có: 
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Ta suy ra: 
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Do đó: 
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tức là có:
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Vậy có quy tắc: Sai số tương đối (giới hạn) của một tích bằng tổng các sai số tương đối (giới hạn) của các số hạng của tích. Đặc biệt ta có:
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4.
Sai số của thương 
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=¹

x

uy0

y



Tương tự như trường hợp tích ta có quy tắc:


Sai số tương đối của một thương bằng tổng các sai số tương đối của các số hạng:
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5.
Công thức tổng quát

Cho: 
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ta có sai số tuyệt đối: 
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và từ đó ta suy ra sai số tương đối 
[image: image73.wmf]u
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 theo định nghĩa (1.4).

Thí dụ: Tính sai số tuyệt đối (giới hạn) và sai số tương đối (giới hạn) của thể tích hình cầu:
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nếu cho đường kính 
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 và 
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Giải. Xem 
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 và d là đối số của hàm V, theo (1.14) và (1.15) ta có:
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Suy ra:
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Mặt khác:
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Vậy có:
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§1.5. SAI SỐ TÍNH TOÁN VÀ SAI SỐ PHƯƠNG PHÁP
1.
Mở đầu

Khi giải gần đúng một bài toán phức tạp ta phải thay bài toán đã cho bằng một bài toán đơn giản hơn có thể giải được thông qua việc thực hiện các phép toán thông thường bằng tay hoặc bằng máy tính điện tử. Phương pháp thay bài toán phức tạp bằng bài toán đơn giản như thế gọi là phương pháp gần đúng. Sai số do phương pháp gần đúng tạo ra gọi là sai số phương pháp. Để giải bài toán đơn giản ta phải thực hiện các phép toán thông thường, ta luôn phải quy tròn các kết quả trung gian. Sai số tạo ra bởi tất cả các lần quy tròn như vậy gọi là sai số tính toán. Sai số cuối cùng là tổng hợp của hai loại sai số phương pháp và tính toán nói trên.
2.
Thí dụ

a)
Hãy tính tổng
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Giải. A là tổng của 6 phân số. Ta có thể tính trực tiếp A mà không phải thay nó bằng một tổng đơn giản hơn. Vì vậy ở đây không có sai số phương pháp. Để tính A ta hãy thực hiện các phép chia đến ba chữ số lẻ thập phân và đánh giá các sai số quy tròn tương ứng:


[image: image84.wmf]3

3

4

3

4

3

3

4

3

11

1,000v0

11

11

0,125v0

28

11

0,037v1.10

327

11

0,016v4.10

464

11

0,008v0

5125

11

0,005v4.10

6216

1

2

3

4

5

6

 íi 

 íi 

 íi 

 íi 

 íi 

 íi 

-

-

-

==q=

==q=

==q=

==q=

==q=

==q=



Vậy 
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Do đó
a = 0,899là giá trị gần đúng của A với sai số tính toán 
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b)
Hãy tính đại lượng
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với sai số tuyệt đối không vượt quá 
[image: image90.wmf]3
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Giải. Vế phải của B là một chuỗi số đan dấu hội tụ.

Do đó việc tính B là hợp lý. Nhưng vế phải là một “tổng vô hạn số hạng”, ta không thể cộng hết số này đến số khác mãi được. Do đó để tính B ta phải sử dụng một phương pháp gần đúng, cụ thể là thay B bằng tổng của n số hạng đầu:
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Bài toán tính Bn đơn giản hơn bài toán tính B. Lúc đó 
[image: image92.wmf]n
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 là sai số phương pháp, và số n phải được chọn sao cho sai số phương pháp ấy cộng với sai số tính toán vẫn còn nhỏ hơn 
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 (theo lí thuyết về chuỗi đan dấu).

Với n = 6 ta thấy:
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Ta chú ý rằng 
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đã tính ở trên (xem 1.18):
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Vậy có thể lấy 
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Vậy ta đã tính được 
[image: image100.wmf]B0,899

»

 với sai số tuyệt đối không vượt quá 
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Chú ý rằng: trong sai số tổng hợp cuối cùng có phần của sai số phương pháp và có phần của sai số tính toán, cho nên ta phải khéo phân bổ sao cho sai số cuối cùng nhỏ hơn sai số cho phép.

§1.6. PHỤ LỤC 1
SỰ ỔN ĐỊNH CỦA MỘT QUÁ TRÌNH TÍNH
1.
Mở đầu

Xét một quá trình tính vô hạn (tức là gồm vô số bước) để tính ra một đại lượng nào đó. Ta nói quá trình tính là ổn định nếu sai số tính toán tức là các sai số quy tròn tích luỹ lại không tăng vô hạn.

Nếu sai số đó tăng vô hạn thì ta nói quá trình là không ổn định.


Rõ ràng nếu quá trình tính không ổn định thì khó có hi vọng tính được đại lượng cần tính với sai số nhỏ hơn sai số cho phép. Cho nên trong tính toán kị nhất là các quá trình tính không ổn định.


Để kiểm tra tính ổn định của một quá trình tính thường người ta giả sử sai số chỉ xảy ra tại một bước, sau đó các phép tính đều làm đúng không có sai số, nếu cuối cùng sai số tính toán không tăng vô hạn thì xem như quá trình tính là ổn định.

2.
Thí dụ

Xét quá trình tính
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[image: image104.wmf]0
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và p cho trước.


Giả sử tại bước i xác định nào đó khi tính 
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 ta phạm một sai số 
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d

(đây không phải là kí hiệu của sai số tương đối như trước đây), nghĩa là thay cho 
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ta chỉ thu được 
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Sau đó thay cho 
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 ta có 
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Lấy (1.21) trừ (1.19) vế với vế ta được:
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Tiếp theo ta có:
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Bằng phép trừ như trên ta lại có:
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Một cách tổng quát ta có:
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Như vậy, nếu ở bước i ta mắc một sai số 
[image: image117.wmf]%
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 và sau đó mọi phép tính đều làm đúng thì ở bước i + n ta sẽ mắc sai số:
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Ta thấy có hai trường hợp cần phân biệt:


1)
Trường hợp 
[image: image119.wmf]q1
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, lúc đó 
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 nên sai số
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 với mọi n
nghĩa là sai số tính toán bị chặn (không tăng vô hạn). Vậy quá trình tính ổn định.


2)
Trường hợp 
[image: image122.wmf]q1
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, lúc đó 
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 tăng khi n tăng và 
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 khi 
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Vậy quá trình tính không ổn định.


Trong thực tế, mặc dù quá trình tính là vô hạn, người ta cũng chỉ làm một số hữu hạn bước, nhưng vẫn phải đòi hỏi quá trình tính ổn định mới hi vọng với một số hữu hạn bước có thể đạt được mức độ chính xác mong muốn.

BÀI TẬP
1.
Khi đo một số góc ta được các giá trị sau:
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Hãy tính sai số tương đối của các số xấp xỉ đó biết rằng sai số tuyệt đối trong các phép đo là 1”.

2.
Hãy xác định sai số tuyệt đối của các số xấp xỉ sau đây cho biết sai số tương đối của chúng:
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3.
Hãy xác định số các chữ số đáng tin trong các số a với sai số tuyệt đối như sau:


a)

[image: image134.wmf]a0,3941
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b)
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4.
Hãy xác định số các chữ số đáng tin trong các số a với sai số tương đối như sau:


a)

[image: image138.wmf]a1,8921
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b)
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5.
Hãy quy tròn các số dưới đây (xem là đúng) với ba chữ số đáng tin và xác định sai số tuyệt đối 
[image: image142.wmf]D


và sai số tương đối 
[image: image143.wmf]d

 của chúng:


a)
2,1514




b)
0,16152



c)
0,01204



d)
-0,0015281

6.
Hãy xác định giá trị của hàm số dưới đây cùng với sai số tuyệt đối và sai số tương đối ứng với những giá trị của các đối số cho với mọi chữ số có nghĩa đều đáng tin:

a)
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x = 3,28

y = 0,932;


z = 1,132.
7.
Tính tổng S sau đây với ba chữ số lẻ thập phân đáng tin:
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8.
Tính số e:
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với sai số tuyệt đối không quá 
[image: image148.wmf]4
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Trả lời
1.
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5.
a)
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a)
u = 0,81;
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b)
u = 3,665;
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S = 0,511
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